1%°S Maths DS n°3 samedi 15 Mars 2025 Durée 1h30
Calculatrice autorisée en mode examen Total sur 20 points

Exercice 1 [7 points]
On considere la suite de premier terme uy = 2 telle que, pour tout entier naturel n :
un

u =
T, 41

1. Le programme Python suivant demande a 'utilisateur de choisir un entier naturel n puis
affiche la valeur de u,, :

01 U=2

02 n=int(input("n="))
03 for kin range( ...
04 U=..

05 print(U)

Recopier sur la copie les lignes 03 et 04 exactement comme elles doivent étre tapées.

2. Calculer u; et u,. En déduire que la suite (u,) n’est ni arithmétique, ni gé¢ométrique.

: 1
3. Pour tout entier naturel n on pose : v, = -
n

a. Déterminer v,.
b. Démontrer que (v,,) est arithmétique et en préciser la raison.
c. Exprimer v, en fonction de n.

4. Exprimer u, en fonction de n.

5. Montrer que, pour tout entier natureln,ona:
—4
u —-—Uu, =
T T 2n+ D(2n + 3)

En déduire le sens de variation de la suite (u,).

Exercice 2 [6 points]

1. Soit f la fonction définie sur R par:

Flx) = 3x+7

X2+ 2x + 2

Calculer f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de f.

2. On considére le suite (u,,) telle que pout tout n entier naturel :

3n+7
u = -
"ot +2n+2
a. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).

b. Justifier que, pour tout entier natureln,ona:u, > 0.
c. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : u,, < 0,1.



Exercice 3 [7 points]
L’entreprise LOCAT'CAR propose un systeme de locations de ses voitures selon les
modalités suivantes :

e chaque voiture est louée pour une durée d’'un mois
* la location commence le 1 jour du mois et se termine le dernier jour du méme mois
¢ le nombre de voitures louées est comptabilisé a la fin de chaque mois

A la fin du mois de janvier 2019, 280 voitures ont été louées a des particuliers avec ce
systeme de location.

Le directeur de LOCAT'CAR constate que, d’'un mois sur I'autre 10% des particuliers ayant
loué une voiture ne renouvellent pas leur contrat et 42 nouveaux particuliers signent un
contrat de location.

Pour tout entier naturel n on note u,, le nombre de voitures louées par cette entreprise le
n-ieme mois apres le mois de janvier 2019. Ainsi uy = 280.

1. Justifier que, pour tout entier natureln,ona: u,,1 = 0,9 u, +42.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : v,, = u,, — 420.
a. Déterminer v,.
b. Montrer que la suite (v,,) est gé¢ométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, en fonction de n.
d. En déduire que, pour tout entier naturel nona: u, = —140 x 0,9™ + 420.

3. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

4. L'entreprise LOCAT'CAR possede initialement 380 véhicules et son directeur envisage
d’acheter des voitures supplémentaires pour répondre a la demande.
A I'aide de la calculatrice déterminer a partir de quelle date le nombre de voitures
deviendra insuffisant.
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1. (programme Python, lignes a compléter)

03 for k in range(0,n) :
04 U= U/(U+1)

2. Calculer u, et u,. En déduire que la suite (u,,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

=2, VneN _
Ug = 4, VN 'un+1_un+1
— 0, on obtient 1y = —0 = = _ 2
pour n = 0, on obtien 'ul_u0+1_2+1_3
- - - 2 3 2x3 2
. _ oo W 3 3 _3_&a 5 &X3 <
pourn—1,onobt|ent.u2—u1+1—g+1—z+§—§_3><5_3><5_
3 33 3
Ré 2 t 2
U == u, =—-.
ésumons : U4 3 et u, 5
On a d’une part:
2 N 2 6 4 . 2 2 6 10 4
L T B B - B TR TR T
On constate que u; — uy # u, — uq donc (u,) n’est pas arithmétique.
D’autre part,ona:
2 2
u, 3 2 1 2x1 1 u, ©§ 2 3 2x3 3
—_— === X—-—= =— eft—===—=—X—-= = —
u, 2 3 2 3%x2 3 u 2 52 5%x2 5
Uuq Uy , ,3.
On constate que . * . donc (u,,) n’est pas géométrique.
0 1
1
3. Pour tout entier naturel n on pose : v,, = o
n

a. Déterminer v,.

Pourn = 0, on obtient: vy = — ==
Uy 2

, 1
Résumons : vy = >



b. Démontrer que (v,,) est arithmétique et en préciser la raison.
Soitn € N,ona:

11 1 1 u,+1 1 w, 1 1
v -V, = —_—= —_—= _—_ = — —_——=
i " u’Tl+1 u’Tl U uzll_ 1 u’Tl u’Tl u’Tl u’Tl u’Tl u’Tl
n

Pour toutn € N,v,,,; —v,, = 1 et 1 est une constante donc (v,) est arithmétique
de raison 1.

c. Exprimer v,, en fonction de n.
Soitn € N.
La suite (v,,) est arithmétique donc en notant r sa raison on a : v, = v, + nr.

1 1
Or, v, =cetr= 1donc:vn=5+n.

Conclusion : Vn € N,v,, = 2 + n.

. Exprimer u,, en fonction de n.

: 1 1 1
SO|tnEN,onavn=u—doncun =—,orv, =-+ndonc:

n Vn 2
1 1 1 2
=T 1T 2n" 1+2n 2n
1 1,2n" 1+4+2n +1
2T 2% z,
Conclusion : ¥n € N, u,, = .
onclusion n u, n+ 1
. Montrer que, pour tout entier naturel n,on a:
—4
Uppp — Uy =
il T T 2n+1)(2n 4+ 3)
Soitn € N,ona:
2 2 2 2
Yt T = o T )41 2n+1 2n+43 2n+1
22n+1) 2(2n + 3) _2(2n+1)—2(2n+3)

T 2n+3)2n+1) Cn+D@n+3) @2n+D2n+3)
In+2—-4n—-6 —4

T @2n+1D@2n+3) @Cn+H2n+3)
On a donc bien:

—4
2n+1)(2n+ 3)
En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

Soitn € N.
Ona:n>0,2n>0,2n+1>0et2n+3>0donc(2n+1)2n+3) >0

vne N,u,,,1 —u, =

Comme —4 < 0 on en déduit : < 0.
(2n+1)(2n+3)

Pour toutn € N,u,,; —u, < 0donc (u,) est (strictement) décroissante.



Exercice 2
1.

3x+7
X2+ 2x + 2

Calculer f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de f.

Vx ER, f(x) =

Rappel : (E)I _ —u’v —v'u
pp ‘ v - UZ
ulx) =3x+7 u'(x) =3

v(x) = x*+ 2x + 2 v'(x) = 2x + 2
3(x2+2x+2)— (2x+2)(Bx + 7)

fie)= (x2 + 2x + 2)?

, 3x%> + 6x + 6 — (6x% + 14x + 6x + 14)
fie)= (x2 + 2x + 2)?

, 3x% + 6x + 6 — 6x% — 14x — 6x — 14
fie)= (x2 + 2x + 2)?

, —3x% —14x — 8
[ = (x%2 4+ 2x + 2)?

—3x2—-14x -8

f'(x) =

(x%2 + 2x + 2)2
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son numérateur :
—3x% —14x —8;
—3x2 — 14x — 8 estde laforme ax® + bx + caveca = —3,b = —14 et c = -8,
de discriminant : A = b? — 4ac = (—14)? — 4(-=3)(—8) = 196 — 96 = 100.
A > 0 donc —3x2 — 14x — 8 admet deux racines réelles distinctes :
~b—+vA +14—-+100 14-10 4 2

X; = = = - _=-_Z

2a 2(=3) —6 6 3
_—b+\/Z_+14+\/100_14+10_ 24 .
2770 T 23 -6 6

Régle : « ax® + bx + c est du signe de a 3 m’extérieur de ses racines ».
Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

X —00 —4 - E + oo
Signe de f'(x) — 0 + 0 —
Sens de 9
- 1 Py
variation de f \ -5 / 2 \
2
o 3(=H+7 1 2\ 3(-5)+7 9
F9 = mracnsa- 2« (03)- =32



2. On considére le suite (u,,) telle que pout tout n entier naturel :
3n+7
R
a. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).

Le tableau de variation de f montre qu’elle est strictement décroissante sur

[0; +oo[ donc qu’elle inverse le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle.

Soitn € N,ona:0<n<n+1ldonc: f(n) > f(n+ 1), autrement dit: u, > u,,1.
Conclusion : Vn € N, u,, > u,,4 donc (u,,) est (strictement) décroissante.

b. Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: u, > 0.

Pourtoutn € N,ona:n>0donc3n>0puis3n+7>0,n>>0,2n>0

3n+7

donc n® + 2n + 2 > 0, par conséquent : — o > 0,autrement dit u,, > 0.
n<+2n+2

Conclusion:vVn € N,u,, > 0.

c. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : u,, <0, 1.

Il s’agit de résoudre dans N I'inéquation :
3n+7

<
n2+2n+ 2
qui s’écritaussi:3n+ 7 < O,1(n2 + 2n + 2) ou encore :

—0,1n*+2,8n+6,8< 0
L’étude du signe de —0,1n% + 2,8n + 6,8 sur N donne : n > 21/66 + 14.

Comme 2v66 + 14 = 30,25 on obtient n > 31.
Le plus petit entier n tel que u,, < 0,1 est donc: 31.

0,1

A l'aide de la calculatrice : uzq = 0,1008 > 0,1 et ug; = 0,0976 < 0,1.
Comme (u,,) est trictement décroissante :si 0 < n < uzg, U, > uUzg > 0,1 etonavu
que u3z; < 0,1 donc le plus petit entier naturel n tel que u,, < 0,1 est bien 31.

Exercice 3 [7 points]

e chaque voiture est louée pour une durée d’'un mois

* la location commence le 1* jour du mois et se termine le dernier jour du méme mois
¢ le nombre de voitures louées est comptabilisé a la fin de chaque mois

A la fin du mois de janvier 2019 :280 voitures ont été louées.

D’un mois sur l'autre 10% des particuliers ayant loué une voiture ne renouvellent pas leur
contrat et 42 nouveaux particuliers signent un contrat de location.

Pour tout entier naturel n on note u,, le nombre de voitures louées par cette entreprise le
n-ieme mois apres le mois de janvier 2019, u, = 280.

1. Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: u,,; = 0,9 u, + 42.
On se place au bout de n mois : il y a u,, voiture louées.
Le mois suivant il y aura u,, . voitures louées, or avec les indications de I'énoncé il y
aura un nombre de voitures louées égala: u,, — 10% de u,, + 42 = 0,9u,, + 42.
Donc:vVn € N,u,,; =0,9u, +42.



2. Pour tout entier naturel n, on pose : v,, = u,, — 420.
a. Déterminer v.
Vo = ug — 420 = 280 — 420 = —140
vy = —140
b. Montrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
Soitn € N,ona:

Uy = Upyq — 420 = 0,9u, + 42 — 420 = 0,9u,, — 378 = 0,9 <un
= 0,9(u, — 420) = 0,9v,

Pour tout entier naturel n, v,,,; = 0,9v,, et 0,9 est une constante donc (v,,) est
géométrique de raison 0, 9.

378)
0,9

c. Exprimer v,, en fonction de n.

Soitn € N.

La suite (v,,) est géométrique donc v,, = vy X q™, or vy = —140 et ¢ = 0,9 donc :
v, = —140 x 0,9"

Conclusion :

vn € N,v, = —140 x 0,9™.

d. En déduire que, pour tout entier naturel nona: u, = —140 X 0,9™ + 420.
Soitn € N,ona: v, = u, —420,donc: u, = v, +420,0r: v, = —140 x 0,9"
donc :u,, = —140 x 0,9" + 420.

Conclusion :
vn € Nyu, = —-140 x 0,9" + 420.

3. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).
Soitn € N,ona:
Uppq — Uy = —140 x 0,9™1 + 420 — (—140 x 0,9™ + 420)
=—140%x09"x 0,9 + 140 X 0,9" = 140 x 0,9"(-0,9+ 1) = 14 x 0,9"
Or: 0,9 > 0donc 0,9™ > 0 et comme 14 > 0 on en déduit 14 x 0,9™ > 0,
c’est-a-dire : Uy —u, > 0.
Résumons : Vn € N, u,,; — u, > 0 donc la suite (u,,) est (strictement) croissante.

4. L’entreprise LOCAT'CAR possede initialement 380 véhicules et son directeur envisage
d’acheter des voitures supplémentaires pour répondre a la demande.
A l’aide de la calculatrice déterminer a partir de quelle date le nombre de voitures
deviendra insuffisant.

Il s’agit d’abord de déterminer le plus petit entier naturel n tel que u,, > 380.

Or, a I'aide de la calculatrice, on obtient : u;; = 376 < 380 et uy, = 380,46 > 380
donc ce plus petit entier naturel n est : 12.

Or, le relevé de fin janvier 2019 correspond an = 0 donc n = 12 correspond au relevé
de fin janvier 2020.

C’est a partir de fin janvier 2020 que le nombre de voiture dont dispose LOCAT’CAR
deviendra insuffisant.



